
Chapitre 3 – Vecteurs, droites et plans  
de l’espace 

1. Vecteurs, droites et plans 

1a. Vecteurs de l’espace 

 

Les faces d’un cube sont toutes des carrés, donc 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑫𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑬𝑭⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑯𝑮⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 
𝑀 est le milieu de la diagonale [𝐴𝐹] de la face 𝐴𝐵𝐹𝐸, et 𝑃 est le milieu de la 

diagonale [𝐴𝐺] de la face 𝐷𝐶𝐺𝐻 opposée à 𝐴𝐵𝐹𝐸, donc 𝑨𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑴𝑭⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑫𝑷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑷𝑮⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

En revanche, la face BCFG n’est pas opposée à ces dernières faces, donc BN⃗⃗⃗⃗  ⃗, par 
 exemple, n’est pas égal aux vecteurs cités précédemment.

 
On constate, par exemple, que 𝑏⃗ = 1,5𝑎  et que 𝑏⃗ = −2𝑑 . Donc les vecteurs 𝒂⃗⃗ , 𝒃⃗⃗  et 

𝒅⃗⃗  sont colinéaires. En revanche, 𝑐  n’est pas colinéaire avec ces trois vecteurs. 

Par exemple, 
12
6

= 2 mais  
16
−8

≠ 2, donc 𝑐  n’est pas colinéaire avec 𝑎 .  

Dans le plan, on peut aussi calculer le déterminant des vecteurs, mais la formule 
 correspondante pour l’espace est compliquée et n’est pas étudiée en Terminale.charly-piva.fr



1b. Combinaisons linéaires 

 

Exemple 1 

Il faut faire apparaitre des AB⃗⃗⃗⃗  ⃗, des AD⃗⃗⃗⃗  ⃗ et des DE⃗⃗⃗⃗  ⃗ dans l’expression de w⃗⃗⃗  .

𝑤⃗⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
On utilise la relation de Chasles sur ces deux vecteurs pour faire apparaître les 
vecteurs des expressions de 𝑢⃗  et de 𝑣 . 

𝑤⃗⃗ = (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + (𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 

Or dans le parallélogramme ABCD, 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. Ainsi : 

𝑤⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
𝒘⃗⃗⃗ = 𝒖⃗⃗ + 𝒗⃗⃗  
On a bien réussi à exprimer 𝑤⃗⃗  comme une combinaison linéaire de 𝑢⃗  et de 𝑣 . 
Donc ces trois vecteurs sont coplanaires. 

Exemple 2 

Il faut donc faire apparaitre des AB⃗⃗⃗⃗  ⃗, des BD⃗⃗⃗⃗  ⃗ et des BE⃗⃗⃗⃗  ⃗ dans 
l’expression de w⃗⃗⃗ . 
Un schéma peut beaucoup aider ! Notez bien que si le pavé droit 
s’appelle ABCDEFGH, cela signifie que les faces ABCD et EFGH 
sont opposées, et que A est en face de E, B est en face de F, etc. 

𝑤⃗⃗ = 5𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ − 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗  
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Remarquons d’abord que 𝐼 est le centre du rectangle 𝐴𝐵𝐶𝐷, donc 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =
1
2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

𝑤⃗⃗ =
5

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗  

On utilise alors la relation de Chasles pour faire apparaître les vecteurs souhaités. 

𝑤⃗⃗ =
5

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) − (𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

Dans le pavé droit, 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. De plus, 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ = −
1
2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

𝑤⃗⃗ =
5

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) +

1

2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑤⃗⃗ =
5

2
(2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) +

1

2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑤⃗⃗ = 5𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
5

2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑤⃗⃗ = 5𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑤⃗⃗ =
5

3
× 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
(6𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

𝒘⃗⃗⃗ =
𝟓

𝟑
𝒖⃗⃗ +

𝟏

𝟐
𝒗⃗⃗  

On a bien réussi à exprimer 𝑤⃗⃗  comme une combinaison linéaire de 𝑢⃗  et de 𝑣 . 
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1c. Droites  

 
a. Le vecteur 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ a pour coordonnées (𝑥𝐵−𝑥𝐴

𝑦𝐵−𝑦𝐴
) = (−9−3

10−7
) = (−12

3
)  

Or 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −3𝑢⃗ , donc les vecteurs 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝑢⃗  sont colinéaires, et 𝑩 ∈ (𝒅). 

b. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ a pour coordonnées (𝑥𝐵−𝑥𝐴
𝑦𝐵−𝑦𝐴

) = (4−(−2)
−1−3

) = ( 6
−4

) 

et 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ a pour coordonnées (𝑥𝐶−𝑥𝐴
𝑦𝐶−𝑦𝐴

) = (3−(−2)
0−3

) = ( 5
−3

) 

Or ces vecteurs ne sont pas colinéaires :  
6
5

= 1,2 mais  
−4
−3

=
4
3

≈ 1,33 

Donc les points 𝑨,𝑩 et 𝑪 ne sont pas alignés. 

c. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ a pour coordonnées (𝑥𝐵−𝑥𝐴
𝑦𝐵−𝑦𝐴

) = ( 3−2
5−(−1)

) = (1
6
) 

et 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ a pour coordonnées (𝑥𝐷−𝑥𝐶
𝑦𝐷−𝑦𝐶

) = (−5−(−3)
−7−5

) = ( −2
−12

) 

Or 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ : ces deux vecteurs sont colinéaires. Ainsi (𝑨𝑩)//(𝑪𝑫). 
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1d. Plans 

 

a. Le plan (𝐴𝐷𝐻) est défini par le point 𝑨 et par les vecteurs 𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗  et 𝑨𝑯⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

Or 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, car dans le carré ADHE, on a 𝐻𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 

On a réussi à exprimer le vecteur 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ comme combinaison linéaire de 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ et 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 
Ainsi, 𝑬 ∈ (𝑨𝑫𝑯). 
Le calcul aurait été légèrement plus facile en considérant que le plan (ADH) est 

défini par le point A et les vecteurs AD⃗⃗⃗⃗  ⃗ et DH⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , ce qui est possible aussi. On a alors 

AE⃗⃗⃗⃗  ⃗ = DH⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , ce qui montre aussi que E ∈ (ADH). 
b. Tout d’abord, 𝑀 étant le milieu de [𝐹𝐶] et BCGF étant un carré, alors 𝑀 est 
également le milieu de [𝐵𝐺]. 

Le plan (𝐴𝐺𝐻) est défini par le point 𝐴 et par les vecteurs 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  et 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . On choisit les 
 vecteurs les plus « simples » au vu du point que l’on veut atteindre.

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , or 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , et 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   est la moitié de 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗, qui est égal à 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

Ainsi 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

On a réussi à exprimer le vecteur 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   comme combinaison linéaire de 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  et 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 
Ainsi, 𝑴 ∈ (𝑨𝑮𝑯). 
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2. Positions relatives 

2a. Position de deux droites 
Définition : Dans l’espace, deux droites peuvent être coplanaires ou non. 
Si elles sont coplanaires, elles sont soit sécantes, soit parallèles. 
Remarque : attention, dans l’espace, deux droites non sécantes ne sont 
pas forcément parallèles. 

 

Exemple 1 
a. (𝐴𝐷) et (𝐸𝐴) sont sécantes en 𝑨.  
b. (𝐶𝐺) et (𝐵𝐹) sont des côtés opposés du carré 𝐵𝐶𝐺𝐹. Elles sont parallèles. 
c. (𝐴𝐸) et (𝐺𝐻) n’ont pas la même direction, et ne se coupent pas. Elles sont non 
coplanaires.  
d. (𝐴𝐷) et (𝐹𝐺) sont toutes les deux parallèles à (𝐵𝐶), de même qu’en b. 
Elles sont donc parallèles entre elles. 
e. (𝐶𝐷) et (𝐵𝐺) n’ont pas la même direction, et ne se coupent pas. Elles sont non 
coplanaires.  
f. (𝐸𝐶) et (𝐴𝐺) se coupent au centre du cube ! Elles sont sécantes. 

 
Exemple 2 

 À nouveau, un schéma peut aider.
(𝐴𝐵) et (𝐶𝐷) sont des diagonales d’un carré. Elles sont sécantes. 
(𝐴𝐵) et (𝑆𝐷) n’ont pas la même direction et ne se coupent pas.  
Elles sont non-coplanaires. 
(𝑆𝑂) et (𝐴𝐶) sont sécantes en O, qui est le milieu de [𝐴𝐶].  
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2b. Position de deux plans 
Définition : Deux plans sont soit parallèles, soit sécants. 
Remarque : pour déterminer la droite d’intersection de deux plans 
sécants, il suffit de déterminer deux points qui appartiennent aux deux 
plans. 
 

 

Exemple 1 
• (𝐴𝐵𝐶) et (𝐸𝐹𝐻) sont des faces opposés d’un cube. Ils sont parallèles. 
• (𝐵𝐶𝐹) est une face du cube, (𝐴𝐷𝐺) suit une diagonale. Ils sont sécants. La 
droite d’intersection est (𝐹𝐺). 

Exemple 2 
• Les points 𝑂 et 𝑆 appartiennent aux deux plans (𝑆𝐵𝑂) et (𝑆𝐴𝐶), donc ces plans 
sont sécants selon la droite (𝑶𝑺). 
• Le point 𝑆 appartient aux deux plans (𝑆𝐴𝐵) et (𝑆𝐷𝐶). 
De plus, ces deux plans incluent chacun une droite parallèle à l’autre : la droite 
(𝐴𝐵) est incluse dans (𝑆𝐴𝐵), et la droite (𝐶𝐷) est incluse dans (𝑆𝐷𝐶), et 
(𝐴𝐵)//(𝐶𝐷). 
Donc les plans (𝑆𝐴𝐵) et (𝑆𝐷𝐶) sont sécants selon la droite passant par 𝑺 et 
parallèle à (𝑨𝑩) ou (𝑫𝑪). 

 On a en fait appliqué le « théorème du toit » qui sera vu plus tard.

  

charly-piva.fr



2c. Droite et plan 
Définition : Une droite est soit sécante à un plan, 
soit parallèle à ce plan (elle peut alors y être incluse). 

 

 À nouveau, un schéma de cube facilite le travail.
• La droite (𝐶𝐷) est parallèle à la droite (𝐴𝐵) du plan (𝐴𝐵𝐺). 
Donc la droite (𝐶𝐷) et le plan (𝐴𝐵𝐺) sont strictement parallèles. 

 On a utilisé la première propriété de la partie suivante.
• La droite (𝐴𝐵) est parallèle à la droite (𝐺𝐻), qui est sécante en 
𝐻 au plan (𝐶𝐹𝐻). Donc la droite (𝐴𝐵) et le plan (𝐶𝐹𝐻) sont 
sécants.  Ils se coupent en un point au-dessus de B.
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2d. Propriétés
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3. Bases et décompositions 

3a. Coordonnées d’un vecteur 

Propriété : Soient trois vecteurs 𝑖 , 𝑗 , et 𝑘⃗  linéairement indépendants. 
Alors ces vecteurs forment une base de l’espace : pour tout vecteur 𝑢⃗ ,  

il existe 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ tels que 𝑢⃗ = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘⃗  

On note 𝑢⃗  (
𝑥
𝑦
𝑧
) : ce sont les coordonnées de 𝑢⃗  dans la base (𝑖 , ;𝑗  ; 𝑘⃗ ). 

 

• 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 2𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, donc 𝑨𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
𝟎
𝟎
𝟐
).    • 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, donc 𝑨𝑵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (

𝟏
𝟏
𝟎
). 

• 𝑃𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −2𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, donc 𝑷𝑵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (
𝟎
𝟎

−𝟐
).    • 𝐶𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, donc 𝑪𝑷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (

𝟏
𝟎
𝟐
).   
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Exemple 1 

a. Le vecteur 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ est égal à 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . Ces trois vecteurs ne sont donc pas 
linéairement indépendants, ils ne forment pas une base de l’espace. 

b. Les trois vecteurs 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ; 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ; 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ sont linéairement indépendants : on ne peut 
pas en exprimer un en fonction des deux autres. Il s’agit donc d’une base de 
l’espace. 

Exemple 2 
 Ici, on attend une démonstration rigoureuse. Nous allons le faire par l’absurde.

Supposons que 𝑢⃗  ; 𝑣  et 𝑤⃗⃗  ne sont pas linéairement indépendants.  
On peut alors exprimer, par exemple, 𝑤⃗⃗  en fonction de 𝑢⃗  et 𝑣  : il existe deux réels 
𝛼 et 𝛽 tels que 𝑤⃗⃗ = 𝛼𝑢⃗ + 𝛽𝑣 , c’est-à-dire : 

(
−1
2
1

) = 𝛼 (
1

−1
2

) + 𝛽 (
2

−3
2

) 

Cette égalité peut se réécrire sous la forme d’un système d’équations, dont les 

inconnues sont 𝛼 et 𝛽 : {

−1 = 𝛼 + 2𝛽
2 = −𝛼 − 3𝛽
1 = 2𝛼 + 2𝛽

 

Déterminons 𝛼 et 𝛽 par la méthode de substitution. Dans la première ligne, on 
isole 𝛼 : on obtient 𝛼 = −1 − 2𝛽. 
On remplace alors 𝛼 par (−1 − 2𝛽) dans les deux autres lignes : 

{

𝛼 = −1 − 2𝛽
2 = −(−1 − 2𝛽) − 3𝛽
1 = 2(−1 − 2𝛽) + 2𝛽

⟺ {

𝛼 = −1 − 2𝛽
2 = 1 − 𝛽

1 = −2 − 2𝛽
⟺ {

𝛼 = −1 − 2𝛽
𝛽 = 1 − 2

2𝛽 = −2 − 1
⟺ {

𝛼 = −1 − 2𝛽
𝛽 = −1

𝛽 = −1,5
 

Nous trouvons deux valeurs différentes pour 𝛽, il s’agit d’une contradiction. 
Ainsi, 𝛼 et 𝛽 n’existent pas. Les vecteurs 𝑢⃗  ; 𝑣  et 𝑤⃗⃗  sont linéairement 
indépendants et (𝑢⃗ ; 𝑣 ; 𝑤⃗⃗ ) est une base de l’espace. 
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3b. Repère et coordonnées d’un point 

Définition : Si (𝑖 ; 𝑗 ; 𝑘⃗ ) est une base, 𝑂 est un point de l’espace qu’on 

appelle origine, le quadruplet (𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ; 𝑘⃗ ) est un repère de l’espace. 

 

 

Exemple 1 

• 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ est le premier vecteur du repère (𝐴; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗), donc 𝑩(𝟏; 𝟎; 𝟎). 
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• 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗, donc dans le repère (𝐴; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗), on a 𝑭(𝟏; 𝟎; 𝟏). 

• 𝐼 est le milieu de [𝐴𝐵], donc 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =
1
2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. Ainsi, 𝑰 (

𝟏
𝟐
; 𝟎; 𝟎). 

• En suivant la même logique, 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +
1
2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗. Ainsi, 𝑱 (𝟏; 𝟏;

𝟏
𝟐
). 

Exemple 2  Une fois encore, tout est plus simple avec un schéma.

• 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4𝑖 + 4𝑗 + 4𝑘⃗  donc 𝑮(𝟒; 𝟒; 𝟒). 

• 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4𝑗 + 4𝑘⃗  donc 𝑯(𝟎; 𝟒; 𝟒). 

• 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1
2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝑖 + 4𝑘⃗  donc 𝑰(𝟐; 𝟎; 𝟒). 

• L’égalité 𝐻𝐽⃗⃗ ⃗⃗ =
2
3
𝐻𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  implique que 𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗ =

1
3
𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

1
3
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +
1
3
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4𝑗 +

4
3
𝑘⃗  donc 𝑱 (𝟎; 𝟒;

𝟒
𝟑
). 

Exemple 3 

• 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ donc 𝑭(𝟑; 𝟎; 𝟏). 

• 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ donc 𝑯(𝟎; 𝟏; 𝟏). 

• 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +
1
2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +

3
2
𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  donc 𝑴(

𝟑
𝟐
; 𝟏; 𝟎). 
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3c. Opérations 

 

Exemple 1 

a. 𝐼 (
1+3
2

;
1+0
2

;
0−1
2

) et ainsi 𝑰(𝟐; 𝟎, 𝟓;−𝟎, 𝟓). 

b. Trois points définissent un plan si et seulement s’ils ne sont pas alignés. 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
3 − 1
0 − 1

−1 − 0
) = (

2
−1
−1

) et 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
7 − 1
1 − 1

−2 − 0
) = (

6
0

−2
) 

Or ces vecteurs ne sont pas colinéaires : par exemple,  
6
2

= 3 mais  
0

−1
= 0 ≠ 3. 

Ainsi, 𝑨,𝑩 et 𝑪 ne sont pas alignés et le plan (𝐴𝐵𝐶) est bien défini. 
c. La question revient à déterminer si les points A, B, C et D   sont coplanaires.

Calculons le vecteur 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (
11 − 1
−1 − 1
−4 − 0

) = (
10
−2
−4

) 

Déterminons si les vecteurs 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ sont coplanaires. 

Soient 𝛼 et 𝛽 tels que 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. Ainsi : 

(
10
−2
−4

) = 𝛼 (
2

−1
−1

) + 𝛽 (
6
0

−2
) 

On écrit cette égalité sous forme de système d’équations pour trouver les valeurs 
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de 𝛼 et de 𝛽 :{
10 = 2𝛼 + 6𝛽

−2 = −𝛼
−4 = −𝛼 − 2𝛽

 

Or dans la deuxième ligne, on voit immédiatement que 𝛼 = 2. Ainsi : 

{
10 = 2 × 2 + 6𝛽

𝛼 = 2
−4 = −2 − 2𝛽

⟺ {
6 = 6𝛽
𝛼 = 2

−2 = −2𝛽
⟺ {

𝛽 = 1
𝛼 = 2
𝛽 = 1

 

On trouve la même valeur de 𝛽 dans les deux autres lignes sans contradiction. 

Ainsi, les vecteurs 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ sont coplanaires : 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 1𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 
Donc le point 𝑫 appartient bien au plan (𝑨𝑩𝑪) défini par le point 𝐴 et les 

vecteurs 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

 
Exemple 2  
a.  Oooh. Il va falloir appliquer le théorème de Pythagore !

𝐴𝐵 = √(5 − 0)2 + (5 − 5)2 + (0 − 0)² = √25 = 5 

𝐴𝐻 = √(
5

2
− 0)

2

+ (
5

2
− 5)

2

+ (0 − 0)² = √6,25 + 6,25 = √12,5 

𝐵𝐻 = √(
5

2
− 5)

2

+ (
5

2
− 0)

2

+ (0 − 0)² = √6,25 + 6,25 = √12,5 

Donc 𝐴𝐵² = 25 et 𝐴𝐻² + 𝐵𝐻² = 12,5 + 12,5 = 25. D’après la réciproque du 
théorème de Pythagore, le triangle 𝑨𝑩𝑯 est rectangle en 𝑯. 
b. Calculons d’abord ℬ, l’aire du triangle 𝐴𝐵𝐻. On peut utiliser les côtés de l’angle 
droite [𝐴𝐻] et [𝐵𝐻] comme base et hauteur. 

ℬ =
√12,5 × √12,5

2
=

12,5

2
= 6,25 cm² 

Ensuite, on remarque que la hauteur  [𝐶𝑂] mesure 10 cm. Ainsi : 

𝒱 =
1

3
ℬ × ℎ =

62,5

3
≈ 𝟐𝟎, 𝟖𝟑 𝐜𝐦𝟑 
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4. Représentation paramétrique 

4a. Propriété 

Dans un repère (𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ; 𝑘⃗ ), la droite passant par le point 𝐴(𝑥𝐴; 𝑦𝐴; 𝑧𝐴) et 

de vecteur directeur 𝑢⃗  (
𝑎
𝑏
𝑐
)  admet comme représentation paramétrique 

le système : {

𝑥 = 𝑥𝐴 + 𝑡𝑎
𝑦 = 𝑦𝐴 + 𝑡𝑏
𝑧 = 𝑧𝐴 + 𝑡𝑐

 où 𝑡 ∈ ℝ. 

 

Exemple 1 La représentation paramétrique de la droite 𝑑 est 𝒅: {
𝒙 = 𝟐 + 𝟓𝒕
𝒚 = 𝟗 + 𝒕   
𝒛 = −𝒕       

 

Exemple 2 La droite (𝐴𝐵) est dirigée par le vecteur 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
−2 − 0
4 − 4
3 − 2

) = (
−2
0
1

) 

En utilisant le point 𝐴(0; 4; 2) (on pourrait utiliser B ,  sans problème)

la représentation paramétrique de la droite (𝐴𝐵) est (𝑨𝑩): {
𝒙 = −𝟐𝒕  
𝒚 = 𝟒        
𝒛 = 𝟐 + 𝒕  
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Exemple 3 a. La droite passe par 𝑨(𝟎;−𝟏;−𝟑) et est dirigée par 𝒖⃗⃗ (
−𝟐
𝟏

−𝟒
) 

b. La droite passe par 𝑨(𝟎; 𝟑; 𝟐) et est dirigée par 𝒖⃗⃗ (
𝟏
𝟎

−𝟏
). 

Exemple 4 

a. • On remplace les coordonnées 𝑥, 𝑦, 𝑧 par celles de 𝑀 : {
3 = 4 − 𝑡  
2 = 1 + 𝑡  

−2 = −2𝑡    
 

On détermine 𝑡 dans chaque équation : {
3 = 4 − 𝑡
2 = 1 + 𝑡
−2 = −2𝑡 

⟺ {

3 − 1 = −𝑡
2 − 1 = 𝑡
−2
−2

= 𝑡 
⟺ {

𝑡 = 1
𝑡 = 1
𝑡 = 1 

 

On ne trouve pas de contradiction, donc 𝑴 ∈ (𝒅). 

• On remplace les coordonnées 𝑥, 𝑦, 𝑧 par celles de 𝑁 : {
6 = 4 − 𝑡  
3 = 1 + 𝑡  
4 = −2𝑡    

 

On détermine 𝑡 dans chaque équation : {
6 = 4 − 𝑡
3 = 1 + 𝑡
4 = −2𝑡 

⟺ {

6 − 4 = −𝑡
3 − 1 = 𝑡

4
−2

= 𝑡 
⟺ {

𝑡 = −2
𝑡 = 2

𝑡 = −2 
 

On trouve des valeurs différentes pour 𝑡, il y a une contradiction, donc 𝑵 ∉ (𝒅). 

b. D’après sa représentation paramétrique, la droite (𝑑) est dirigée par 𝑣 (
−1
1

−2
) 

Or 𝑢⃗ = −2𝑣  donc les vecteurs 𝑢⃗  et 𝑣  sont colinéaires. 
Ainsi, 𝒖⃗⃗  est aussi un vecteur directeur de (𝒅). 

Exemple 5 
La représentation proposée correspond à une droite passant par 𝐵(3; 0; −7) et 

dirigée par un vecteur 𝑢⃗ (
−3
1
3

). 

Or 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
3 − (−3)

0 − 2
−7 − (−1)

) = (
6

−2
−6

) = −2𝑢⃗  est colinéaire à 𝑢⃗ . 

Donc la droite proposée passe par 𝐵(3; 0;−7) et est dirigée par 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. Il s’agit bien 
d’une représentation paramétrique de la droite (𝑨𝑩). 
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4b. Position relative de deux droites 

 
Exemple 1 

a. La droite 𝑑 est dirigée par 𝑢⃗ (
1
2

−3
) et la droite 𝑑′ est dirigée par 𝑣 (

1
−1
1

). 

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires (par exemple,  
1
1

≠
2

−1
) donc les droites 

𝑑 et 𝑑′ ne sont pas parallèles. Elles peuvent être sécantes, ou non-coplanaires. 
b. S’il existe un point d’intersection, alors ce point correspond à un paramètre t de 
la droite d, et il correspond aussi à un paramètre t′ (pas nécessairement le même) 
de la droite d′.  
On « mélange » donc les deux représentations paramétriques pour essayer de 
trouver la valeur de t, et la valeur de t′. Si on arrive à une contradiction, c’est que le 

 point d’intersection n’existe pas : les droites sont alors non-coplanaires.
Soit 𝑀 un éventuel point d’intersection. Il existe alors 𝑡 et 𝑡′ réels tels que : 

{
9 + 𝑡 = 𝑡′  

−1 + 2𝑡 = 2 − 𝑡′  
−3𝑡 = −1 + 𝑡′    

 

On fait bien attention à donner des noms différents aux deux paramètres (t et t′  ).
D’après la première ligne, 𝑡′ = 9 + 𝑡. On remplace donc 𝑡′ par (9 + 𝑡). 

{
𝑡′ = 9 + 𝑡

−1 + 2𝑡 = 2 − (9 + 𝑡)
−3𝑡 = −1 + (9 + 𝑡)

⟺ {
𝑡′ = 9 + 𝑡

−1 + 2𝑡 = −7 − 𝑡
−3𝑡 = 8 + 𝑡

⟺ {
𝑡′ = 9 + 𝑡

𝑡 + 2𝑡 = −7 + 1
−3𝑡 − 𝑡 = 8

⟺ {
𝑡′ = 9 + 𝑡
3𝑡 = −6
−4𝑡 = 8

 

On trouve que 𝑡 = −2 dans les deux dernières lignes, il n’y a pas de contradiction. 
Les droites 𝒅 et 𝒅′ sont donc sécantes. On trouve également que 𝑡′ = 9 + (−2) = 7. 
Le point d’intersection est le point de 𝑑 de paramètre 𝑡 = −2 (ou le point de d′ de 
paramètre t′ = 7  : , ce qui donne le même point)

{
𝑥 = 9 + (−2)

𝑦 = −1 + 2 × (−2)  
𝑧 = −3 × (−2) 

⟺ {
𝑥 = 7

𝑦 = −5  
𝑧 = 6 

 et 𝑴(𝟕;−𝟓; 𝟔). 
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Exemple 2 

a. La droite (𝑑) est dirigée par 𝑢⃗ (
2

−6
4

) et la droite (𝑑′) est dirigée par 𝑣 (
−3
9

−6
). 

Ces vecteurs sont colinéaires car 𝑣 = −1,5𝑢⃗ .  
Les droites (𝒅) et (𝒅′) sont donc parallèles. 

b. La droite (𝑑) est dirigée par 𝑢⃗ (
−2
0
1

) et la droite (𝑑′) est dirigée par 𝑣 (
1
2

−1
). 

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires (par exemple,  
1

−2
≠

−1
1

) donc les 

droites (𝑑) et (𝑑′) ne sont pas parallèles. Elles peuvent être sécantes, ou non-
coplanaires. 
Soit 𝑀 un éventuel point d’intersection. Il existe alors 𝑡 et 𝑘 réels tels que : 

{
1 − 2𝑡 = 𝑘 + 5

4 = 2𝑘 
−1 + 𝑡 = −𝑘 − 1    

 

La deuxième ligne fournit 𝑡′ = 2. On remplace 𝑡′ par 2 dans les autres lignes. 

{
1 − 2𝑡 = 2 + 5

𝑘 = 2 
−1 + 𝑡 = −2 − 1    

⟺ {
−2𝑡 = 2 + 5 − 1

𝑘 = 2 
𝑡 = −2 − 1 + 1    

⟺ {
−2𝑡 = 6
𝑘 = 2 
𝑡 = −2

⟺ {
𝑡 = −3
𝑘 = 2
𝑡 = −2

 

On a trouvé deux valeurs différentes de 𝑡, il s’agit d’une contradictions. 
Le point d’intersection n’existe donc pas : (𝒅) et (𝒅′) sont non-coplanaires. 
Notez que t et k peuvent être différents sans qu’on ait une contradiction. Pour en 
avoir une, il faut trouver deux valeurs différentes pour le même paramètre.  
Il arrive aussi parfois que l’on trouve une contradiction sous la forme d’une égalité 
manifestement fausse, par exemple « 1 = 2   ».
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